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国経館経済数学の基礎常用対数と自然対数メールマガジンNo.138
申寺

みなさん,こんにちは.マクロ経済学を担当している笹山です．

このメールマガジンは国際経済学科のメールマガジン｢国経館｣の1つとして‘
国際経済学科のすべての学生に配信されています。

今回は,経済学でよく使われる自然対数の話です．

マクロ経済学のメールマガジンとしてはNo.73です

【第138号】経済数学の基礎常用対数と自然対数

大学の経済学では｢自然対数(しぜん"たいすう)naturallogarithms｣が登
場します.高校の数学の教科書には自然対数の説明はありません.高校で習う
対数は｢常用対数(じょうよう‘たいすう)baselOlogarithms｣です.この
あたりに大学での経済学,あるいは経済数学が難しいと感じる理由の1つがあ
るかもしれません.今回は，自然対数の経済的な意味を明らかにしておきたい
と思います．自然対数は経済成長や銀行に預金をした場合の元利合計の複利計
算などでよく使われており,実は結構身近な存在なのです．

内容の性格上,式が多く登場してきますが,根気よくつきあってください.後
半では数式処理ソフトル婚幼e/77at7baでの計算方法も紹介しておきます．

■高校数学では常用対数

まずは高校数学(数学11)の復習から始めましょう．

(対数の定義）
a>0かつaは1でないとするとき,指数関数y=a'､xで,任意の正の実数
Mに対して(M>0)
a"､p=M
となる実数pがただ1つ決まるこのpを
logaM
と表し,これをaを底(てい)とするMの対数という.MをlogaMの真数(しん
すう)という．

(常用対数）
10を底とする対数loglOMを常用対数(じょうよう"たいすう.baselO
logarithm)という．
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(対数の性質)－－－－=-=一一-－－－－－
[1]logaMN=logaM+logaN
[2]logaM/N=logaM-logaN
[3]logaM'､r=rlogaM

－

(底の変換公式)
a,b,cが正の数で7aとcは1ではないとき次の等式が成り立つ．

logcb

logab==-----
logca

(例）
loglO100=210を底とする100の対数は2と言います．
10今2＝100と同じことになります．

－－

対数の底は10以外でもいいのですが,高校でなぜ10を底とする常用対数を学ん
だのかといえば,われわれは10進法に慣れ親しんでいるということでしょう
か．

以上が,高校の数学の教科書に記載されている主な内容です．

■経済学では自然対数

経済学では常用対数でなく自然対数が使われます.自然対数とは何かをまず理
解しましょう．

(自然対数）‐≦‘‐＝・
eを底とする対数logeMを自然対数(しぜん･たいすうbasee
logarithm)という
ここでeとはe=2.7182818…となる無理数．

logex=y<=>
へ

ey=x

logexを簡単にInxとよく書きます.Inはnaturallogarithmを表します．
Inx=yでは,Xをえるためにはeを何乗(y)したらよいのかを意味しています．

e'､(Inx)=xあるいはIne'､x=x

無理数(irrationalnumber)には,皆さんがよく知っているものとしては，兀＝
3.1416…がありますが,それと似た概念だと思えばいいでしょう．

経済学では,常用対数でなく自然対数なのはなぜ

自然対数の底e=2.71828...は,1万円を年利率1(100%)の複利で預金し
たときの元利合計の値からきています．

1年に1回利息を元金に組み入れると,1年後の元利合計は1*(1＋1)ﾊ1
半年に1回利息を元金に組み入れると,1年後の元利合計は1*(1＋1/2)へ2
半年複利のために金利は1/2になります.以下同様です．

1月に1回利息を元金に組み入れると，1年後の元利合計は1*(1
1日に1回利息を元金に組み入れると，1年後の元利合計は
1*(1＋1/365)令365
1年に1000回利息を元金に組み入れると，1年後の元利合計は
1*(1+1/1000)全1000

+1/12)へ12
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一般に,1年にn回利息を元金に組み入れると，1年後の元利合計は
1*(1+1/n)ﾊ、となります．

複利の計算からわかるように,nの数をかなり大きくしていくと,元利合計の
値は限りなく大きくなっていくように感じますが,実はそうではなく上限があ
るのです.なぜなら金利の値は逆にどんどん小さくなっていくからです.結局，
ある一定値に近づいていきます.それが自然対数の底e=2.71828..なのです
複利の回数をどんなに大きくしていっても1年後の元利合計は2.71828万円
を超えることはあり得ないのです．

lim(1
n->oo

1

十－－－Tn=2.71828=e
n

年利1(100％)でなく一般に年金利rで預金したとき複利計算の間隔を年
1回から半年,月，週,日，．．．としだいに連続的に短くしていったときの
預金の元利合計の究極的な値は,次のように計算できます．
ここで,m=n/rとおくと，

r

(1+-rn
、

1 1

＝（1＋－＝一一一)ﾍn=(1+一一一一-T(mr)
n/rm

lim(1
，－>◎。

r

＋一一yn=lim((
nn->oo

1

1＋一)'､m)'､r=ea,r
m

同じようにして,t年後には

lim(1
,->◎◎

r

＋－y(nt)=lim((1
， n－>◎。

r

＋一一Tn)､t=eTrt)
、

一般に,A円を年利rの複利で預金した場合,t年後には元利合計は

Ae'､(rt)

で増加していきます.

複利の金利を経済成長率とみなせば,上の式はGDPの成長率を表していると読
み替えることができます.GDPの初期値をAとし,年成長率をrとすれば,GDP
は次の式に基づいて成長してきます．

AeTrt)

■ﾙ冶坊e"7attaでの表記法と計算

10を底とする常用対数は,ハ砲坊e"7attaでは,Log[10,x]で表現します．自

萱雫鑿芙場調醐墓驫鷆'鍔告關雰吾
常用対数の例Log[10,10m->2

自然対数Log[E,9]=Log[9]
E(大文字)は自然対数の底の記号として使います．
Log[9]を実行すると,A胞坊e/77aftaはLog[9]と返します.これは
ﾊ胸幼eﾉ77attaの性質としてまずは厳密解を計算するからです.数値解を表示す
るには，

N[Log[9]]
2.19722
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小数点以下の桁数をもっと表示させたい場合は，
N[Log[9],17]
2.1972245773362194

全部で17桁表示になっています．

自然対数の底eの計算を』ん幼e"’a比aで実験することができます．

TableForm[
Table[f,N[(1+1/x)､x]},{x,1,10D
］

０

１
２
３
４
５
６
７
８
９
１

2.0

2.25

2.37037

2.44141

2.48832

2.52163

2.5465

2.56578
2.58117

2.59374

グラフで示すときは次のようにします．
PIot[
(1+1/xrx,{x,1,100000},
GridLines->Automatic,
Frame->True

］

2．717

2．7165

020000400006000080000100000

100万回計算すると,ちょっと時間がかかります．
N[1(1+1/1000000)､1000000,17]
答えは2.7182804693193769

自然対数の底eの意味を計算で確認すると次のようになります．

Limit[(1+1/n)'､n,n->Infinny]
答えはE

umit[(1+r/n)'､n,n->◎｡］
答えはE'､r

Limit[(1+r/n)ﾊ(nt),n->-].
答えはE'､(rt)

■参考文献
Simon,CarlP.andBIume,Lawrence(1994),ハ冶坊eﾉ刀a鮠s危rEbo"o/77店鹸
WWNorton.Chapter5ExponentsandLogarithms
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中級レベルの経済数学のテキスhとして定評があるものです．

■高校数学を復習するサイト

数学トレーニング講座：
h仕pg//www･頁eocities,CO､ip/Technopolis-Mars5427/mathtrtop､html

高校数学を復習するには最適のサイトです.この中の｢指数･対数｣の部分を
読んでください．

されている例」
｣があります．

■まとめ－－－－－－
．高校数学では,10を底とする常用対数を学んだが,大学の経済学で重要なの
はeを底とする自然対数．
De=約2.7182の無理数．
．eとは,1万円を年利率1(100%)の複利で預金したときの元利合計の計算
で,複利回数を連続的に無限大に大きくしていったときの究極的な値
．A円を年利rの複利で預金した場合,t年後の連続方式の元利合計はAざ㈹
･GDPの初期値をAとし,年成長率をrとすれば,GDPのt年後の値はAざ(rt)

一?一.砂_･DpcIp-

(注意)後日サイトにアクセスした場合,サイトの構成に違いがでてきたり，
URLが変更になっている場合がありますので,了解してください．
(アクセス日)2004年6月4日

一一

【Q&A】自然対数の底eの値はおよそ？

→2．7182

【今回のサイト】数学トレーニング講座：
http://www.geocities.cojp/Technopolis-Mars/5427/mathtrtop.html

【評価】★★★

私の評価の基準:最高が★★★,次が★★,最後が★です．
★1つは普通という評価です．

データが十分提供されているかどうかが評価のポイントです．

【国経館アーカイブ】 ：//野oups､vahoo,CO､ip／割Cup/kDkkeikam

【発行】熊本学園大学経済学部国際経済学科
【著者】笹山茂
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